
Topologia

Lista 4 (Ci¡gªo±¢, homeomor�czno±¢, zwarto±¢)

Zad 1. Wykaza¢, »e ka»de odwzorowanie przestrzeni dyskretnej w dowoln¡ przestrze« topolog-
iczn¡ jest ci¡gªe.

Zad 2. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ rozwa»an¡ w ostatnim zadaniu listy 3. Czy
odwzorowanie f : X → X dane wzorem f(xn) = xn+1 jest ci¡gªe?

Zad 3. Kiedy przeksztaªcenie identyczno±ciowe f : (X, τ1)→ (X, τ2) jest ci¡gªe?

Zad 4. Poda¢ przykªad funkcji na prostej euklidesowej, która jest ci¡gªa tylko w jednym punkcie.

Zad 5. Poda¢ przykªad funkcji na prostej euklidesowej, ci¡gªej tylko w liczbach niewymiernych.

Zad 6. Niech R b¦dzie prost¡ euklidesow¡, a Rl przestrzeni¡ topologiczn¡ (R, τ [ )), gdzie τ [ ) jest
topologi¡ zde�niowan¡ na li±cie 3. Które z przeksztaªce« a) f, g, h : R → Rl; b) f, g, h : Rl → R
danych wzorami

f(x) = x, g(x) = bxc − x+ 1, h(x) = bxc ,

gdzie bxc = max{k ∈ Z : k ≤ x}, jest ci¡gªe?

Zad 7. Zbudowa¢ przykªad surjektywnej funkcji ci¡gªej f : X → Y , gdzie X i Y s¡ pod-
przestrzeniami prostej euklidesowej, przy czym

a) X = (a, b), Y = [c, d), b) X = [a, b), Y = [c, d), c) X = [a, b), Y = (c, d).

Czy istnieje taka funkcja w przypadkach d) X = [a, b], Y = [c, d); e) X = [a, b], Y = (c, d)?

Zad 8. Niech [0, 1] oraz S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} b¦d¡ odpowiednio popdrzestrzeniami
prostej oraz pªaszczyzny euklidesowej. Czy istnieje surjektywna funkcja ci¡gªa

a) f : [0, 1]→ S1, b) f : S1 → [0, 1]?

Zad 9. Niech X = {(x, y) ∈ R2 : 1 < x2 + y2 < 4} oraz Y b¦d¡ wyposa»one w topologi¦
euklidesow¡. Znale¹¢ surjektywn¡ funkcj¦ ci¡gª¡ f : X → Y , gdy

a) Y = [0, 1], b) Y = [0, 1), c) Y = (0, 1),

d) Y = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}, e) Y = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}.

Zad 10. Dowie±¢, »e w przestrzeni euklidesowej kula otwarta nie jest homeomor�czna z kul¡
domkni¦t¡.

Zad 11. Czy nast¦puj¡ce podprzestrzenie pªaszczyzny euklidesowej R2

A = {(x, y) ∈ R2 : x = (1− e−t) cos t, y = (1− e−t) sin t, t ∈ [0,∞), lub x2 + y2 = 1},

B = {(x, y) ∈ R2 : x = (1 + et) cos t, y = (1 + et) sin t, t ∈ [0,∞), lub x2 + y2 = 1}

s¡ homeomor�czne?

Zad 12. Niech X =
⋃∞

n=0[2n.2n + 1) b¦dzie podprzestrzeni¡ prostej euklidesowej R. Wskaza¢
przykªad ró»nowarto±ciowej ci¡gªej surjekcji f : X → R. Czy istnieje homeomor�zm h : X → R?

Zad 13. Pokaza¢, »e przestrze« dyskretna (X, τ) jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór X
jest sko«czony.

Zad 14. Czy przestrze« X = [0, 1] z topologi¡ indukowan¡ z Rl jest zwarta?


